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Capitulo 1

Programacion lineal

= Logro: Plantea problemas de programacién lineal

1.1. Introduccién a optimizaciéon y programa-
cién lineal
Indicadores de logro:
= Indicador: Plantea programas lineales

» Indicador: Grafica regiones factibles que restringen un programa lineal

1.1.1. Teoria

Un problema de optimizacién es de la forma:

minimizar o maximizar  f(Z)

sujeto a I €

Cuando la funcién por minimizar/maximizar (i.e la funciéon objetivo) es
lineal y el conjunto {2 se puede expresar con igualdades o desigualdades li-
neales (con > y <) se trata de un problema de programacion lineal.

Todo problema de programaciéon lineal puede traducirse a un forma es-
tandar:
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minimizar Y . | ¢a;

sujeto a  Ar = b

—

>0
teniendo en cuenta que la notacion @ > ¥ con @ = (uy,...u,) y U =
(v1,...,v,) indica u; > v; (parai=1,2...n).

Para transformar problemas de programacién lineal a la forma estdndar
pueden emplearse estas técnicas:

» Una desigualdad > 7 | aj;z; < M; puede convertirse en igualdad in-
troduciendo una nueva variable de holgura > | aj;z; +y; = M; con
y; > 0.

n

= De forma andloga )., a;;z; > m; puede convertirse en igualdad con

una nueva variable excedente y; > 0 para dar Y ., aj;z; — y; = m;.

= Sustituir una variable no acotada z; con dos variables nuevas u; > 0y
v; > 0 siendo z; = u; —v;. Otra posibilidad es emplear alguna igualdad
para obtener una expresion para x; en funciéon de las demas variables
y sustituir tal expresion en las demas ecuaciones con lo que se obtiene
un sistema den — 1 xn — 1.

n . n o
= Dado que maz Y7, cjz; = —min ) ;| —c;z;, pueden convertirse pro-
blemas de minimizacién en maximizacién y viceversa.

También puede llevarse el problema a una forma canénica de minimiza-
ci6n /maximizacion:

minimizar /maximizar )", ¢,

sujeto a Afzg
>0

Los puntos que cumplen las restricciones se llaman soluciones factibles,
estan confinados a una region limitada por los hiperplanos que cada una de
las restricciones representa.

Algunos problemas que tipicamente pueden expresarse como problemas
de programacion lineal son:
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Problemas de dieta o de mezcla de alimentos

Problemas de almacenamiento

Programacién de produccion (discretizando)

Problemas de transporte

1.1.2. Lecturas recomendadas

Capitulo 1 (Introduccion) de [3].

Capitulo 1 de [4].

Pueden consultarse diversas herramientas de fuentes abiertas y comercia-
les para resolver problemas de programacion lineal en [1].

Algunos casos de éxitos en el contexto de empresas que han logrado gran-
des ahorros por el uso de programacion lineal pueden consultarse en la intro-
duccion de [5].

1.1.3. Ejercicios

1. (Ejercicio 2 de [4]) Un fabricante desea producir una aleacién cuya
composicion, por peso, es 30% de metal A y 70% de metal B. Se
dispone de cinco aleaciones a los precios que se indican a continuacion:

Aleacién | 1 | 2 | 3 | 4 5
% A 10 | 25| 50 | 75 95
% B 90 | 75 | 50 | 25 )
Precio/lb | 5% | 43 | 3% | 2$ | 1.50$

La aleacion deseada se conseguira combinando algunas de las otras alea-
ciones. El fabricante desa hallar las cantidades de las distintas aleacio-
nes necesarias y la combinacién méas barata. Formilese este problema
como un programa lineal.

2. (Ejercicio 6 de [4]). Una gran compania textil tiene dos plantas de
produccién, dos origenes de materias primas y tres centros de enta. El
costo de transporte entre los origenes y las plantas y entre las plantas
y los mercados es el siguiente:
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Planta A | Planta B
Origen 1 | 1$/ton | 1.50$/ton
Origen 2 | 2$/ton | 1.50$/ton
Mercado 1 | Mercado 2 | Mercado 3
Planta A | 4$/ton 2% /ton 1$/ton
Planta B | 3$/ton 4% /ton 2$/ton

Se dispone de 10 toneladas del origen 1 y de 15 toneladas del origen
2. Los tres centros de ventas necesitan 8 toneladas, 14 toneladas y 3
toneladas. La capacidad de procesamiento de las plantas es ilimitada.

a Formule el problema de encontrar la forma de envio de los origenes
a las plantas y a los mercados que minimice el costo total de
transporte.

b Reduzca el problema a un solo problema estdndar de trasnporte
con dos origenes y tres destinos. (Sugerencia. Halle las trayectorias
de costo minimo de los origenes a los mercados.)

(Ejercicio 1.8 de [4]) Convierta el siguiente problema a un programa
lineal en forma estandar:

minimizar  |z| + |y| + |2
sujeto a r+y<l1
20 +2=3

(Parte del ejercicio 1.3 de [3]) Considere el problema de ubicar una
nueva maquina en un sistema existente que consiste de 4 méquinas.
Estas maquinas se localizan en las siguientes coordenadadas x; y x»:
(3,0), (0,—-3), (=2,1), (1,4). Suponga que las coordenadas de la nueva
méquina son (x1,x2). Formule como problema de programacion lineal,
minimizar la suma de las distancias desde la nueva maquina a las cuatro
méquinas existentes. Use la “distancia en calles”; por ejemplo, la distan-
cia de (x1, z2) a la primera maquina localizada en (3,0) es |x1 —3|—|z2].
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5. (Tomado de [4]) Grafique la region factible (i.e de soluciones factibles)
del siguiente problema de programacion lineal y después encuentre la
solucion.

maximizar T+ T
sujeto a  x7 + %xg <4
1+ 19 <2
201 <3
120,29 >0

1.2. Meétodo Simplex

Indicadores de logro:
» Indicador: Revisa fundamentos teéricos del método Simplex

= Indicador: Resuelve algunos problemas de programacion lineal usando
el método simplex

1.2.1. Teoria
Posibilidades con respecto a la regién factible y la solucién

En algunos casos puede considerarse una representacion grafica del pro-
blema de programacién lineal. Por ejemplo con el problema:

min —x1 — 3%
sujeto a 1+ 29 <6
—r1 + 219 <8
1> 0,20 >0



8 CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL

l i

La region de soluciones factibles esta limitada por las rectas:

Figura 1.1: Region de soluciones factibles

I2:6—$1

I2:4+%
1’1:0
ZL’QZO

que se presentan en la figurar 1.1.

En la misma grafica se muestra una de las curvas de la funcién objetivo, la
que corresponde a —xr; —3xr2 = z con z = (. Note que a medida que la funcién
objetivo toma menores valores la recta correspondiente se desplaza hacia el
nororiente. Asi que el valor minimo (es decir el que alcanza la funcion objetivo
para cierto valor de z minimmo pero cuya curva tiene al menos un punto en
comin con la region factible) se alcanzara en el punto de interseccion de las
rectas 1o =6 — w1y 72 =4 + T, que es (%, %)

En este caso hay una solucion inica y se trata de un punto extremo de
la region factible.

Si en el problema de programacion lineal anterior se elimina la restriccion
xr1 + x2 < 6, la region factible es no acotada, y en este caso particular todo
valor negativo de z en 2 = —z; — 3z, dara lugar a una recta que se intersteca
con la region factible, de manera que la solucion dptima no estd acotada.
Sin embargo, es posible que una regién factible sea no acotada y exista un

optimo finito, por ejemplo si en el problema descrito en este parrafo se cambia
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la funcién objetivo por max —z; — 325 (cuya solucién es (0,0) que también
es punto extremo de la region factible).
Al considerar el problema

min —T1 — X
sujeto a 1+ 29 <6
—r1 + 219 <8
1> 0,290 >0

Notamos que la pendiente de la funciéon objetivo para todo valor de z en

z = —x1 — 29 es -1 al igual que la pendiente de x1 + x5 = 6, por esto resultara
toda una familia de soluciones dptimas, i.e las que cumplen —6 = —x; — 2o,
y en particular los puntos extremos (6,0), (3, %).

Otra posibilidad que puede tenerse es una region factible vacia, por ejem-
plo agregando al problema anterior la restricciéon xy > 8.

Observaciones generalizables

De los ejemplos anteriores puede generalizarse: Cuando hay solucién 6p-
tima esti en un punto extremo.

Note que al convertir el problema en forma estdndar se introducen nuevas
variables y que las rectas que limitan la region factible se obtienen igualando
las diversas variables a cero. Retomando el ejemplo inicial de esta guia:

min —x1 — 31>
sujeto a T1+22+5 =6
—21 + 219+ 59 =8
21 20,29 20,51 20,5 >0

Al tomar s; = 0 se tiene la recta x1+x, = 6, larecta —z;+2x5 = 8 se logra
tomando s, = 0 y justamente el punto optimo corresponde a la solucién del
sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas que resulta cuando s; =0y sy = 0.
Esta caracteristica también es generalizable tras introducir el concepto de
solucién basica.
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Definicion 1.2.1. Dadas m ecuaciones lineales en n incongnitas, de la forma
AZ = b y B submatriz de m x m no singular con columnas de A. Si todas las
n—m columnas de ¥ no asociadas a columnas de B son igales a 0, llamamos
variables béasicas a las variables asociadas a B (i.e £3) y a una solucion al

sistema que también cumpla Bz, = b se le llama solucién bésica respecto a
la base B.

De aqui en adelante supondremos que A es de rango completo, es decir
que las m filas de la matriz A son linealmente independientes.

Definicion 1.2.2. Si una o mds variables de una solucion bdsica son 0, se
trata de una solucion bdsica degenerada.

Definiciéon 1.2.3. Dado el sistema
AT =10
>0

si T lo satisface decimos que T es solucion factible, si ademds es bdsica deci-
mos que es solucion factible basica. Con respecto al problema

minimizar cry
z

sujeto a A

si T lo resuelve decimos que es solucion factible 6ptima, si ademds ¥ es
solucion bdsica decimos que es solucion factible 6ptima bésica.

Teorema 1.2.1. (Teo. Fundamental de la programacion lineal)
1. Si hay una solucion factible, hay una solucion factible bdsica.

2. Si hay una solucion factible dptima, hay una solucion factible dptima
bdsica.

Método Simplex

Como la solucion 6ptima (de existir) debe ser una soluciéon bésica, basta
considerar las soluciones bésicas (que son (:)‘1)) El método simplex hace jus-
tamente esto, pero evitando soluciones no factibles y procurando mejorar la
funcion objetivo con la eleccion de las variables basicas.
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Lo introducimos con un ejemplo tomado de [6]:

maximizar o5x1 + 42
sujeto a 61 4+ 4xy < 24
T+ 225 <6
—r1+a9 <1
—29 < 2
Z>0
Una vez expres_:f:mdo el problema en forma estandar podemos formar una

Al b ., -
tabla como — donde 7 es un vector que ayuda a escoger la proxima
™ | —z

variable béasica para tratar de disminuir mas la funciéon objetivo y z es el
valor de la funcién objetivo.
El ejemplo en forma estandar es:

min —5$1 — 41‘2
sujeto a 6z + 4o + 51 =24
T+ 21‘2 + So = 6

—.T1+5L’2+53:1

—T2 + 84 = 2
(#,8) >0
y la tabla inicial asociada :
6 4 1 0 0 024
1 2 0100|6
-1 1 00101
0 -1 00 0 1] 2
-5 —4 0 0 0 00

La submatriz de A que resulta ser la matriz identidad de m xm determina
cuales son las variables basicas. En este ejemplo son (s, S, 83, S4). Como las
variables no bésicas son x; y x5 su valor es cero y por esto el valor de la
funcién objetivo inicialmente es z = 0.

Note que en este caso el vector r comenzé como los coeficientes de la
funcion objetivo en cada una de las variables!

!La convencién que empleamos para este vector 7 es la introducida en [4]. En [3] y [6]
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El método simplex provee un mecanismo para determinar que variable
vale la pena agregar como bésica y cual de las basicas sacar. La variable que
pasa a ser béasica es la variable no basica que tenga en la columna que le
corresponde el menor r; negativo. Suponiendo que se hara bésica la j-esima
variable, la variable que deja de ser basica se determina escogiendo la que
asociada a

miin{xi/aij |a,~j > 0}

siendo z; el valor de la Gltima columna en la fila 7, y a,; el valor que esta en
la columna j (la de la variable que entrara) y fila i.

Para el ejemplo presentado se ingresard z; a la base de bésicas (pues
aporta un peso de -5 para disminuir la funcién objetivo), y se sacard s;

24 (o 24 6
porque % es el valor minimo de entre % y 5 .

Para que la matriz identidad ahora incluya la primera columna y tenga
el uno en esa columna en la primera fila, aplicamos un paso de la reducciéon
de Gauss-Jordan usando como pivote el 6 que esta en la primera columna y
primera fila, para obtener:

[

— U0 o [N
D=
N O N =

ol oo
oo oo
oo~ oo
ol— o oo

20

ol O ol

|
winyg

la cual indica que al escoger como bésicas las variables (z1, sq, $3, 54) se
obtiene la solucion (x1,xs, s1, Se, $3,54) = (4,0,0,2,5,2) que logra un valor
de la funcién objetivo de —20.

Tras analizar la nueva tabla puede concluirse que el nuevo pivote debe
ser la celda de la segunda columna y segunda fila (donde esté el valor %), que
corresponde a incluir entre las basicas a x5 y sacar de las que hay a sy. Tras
reducir se obtiene:

en problemas de minimizacién se usa el inverso multiplicativo de cada coeficiente de la
funcién objetivo, el valor z da el valor de la funcién objetivo y la regla para elegir préoxima
variable (columna) que sera bésica es la que tenga el coeficiente en r con el maximo valor
positivo.



1.2. METODO SIMPLEX 13

10 i —% 0 0|3

103 3

0 1 5 00 2

o0 I 1|l

8 4 2

00 32 1 0021
que da la respuesta 6ptima (pues ya no hay coeficientes negativos en la
fila 7) que es: (21,29, S1, S2, 83, 84) = (3, % ,0, g %) que hace que la funcién

objetivo alcance el valor —21.
Un resumen, presentado en [6] de los pasos por emplear cuando no hay
soluciones basicas degeneradas es:

1. Determinar una solucion bésica factible de inicio

2. Seleccionar una wvariable de entrada aplicando la condicién de optima-
lidad. Detenerse si no hay variable de entrada; la tltima solucién es la
optima.

3. Seleccionar una variable de salida aplicando la condicién de factibilidad.

4. Determinar la nueva solucién béasica con los calculos adecuados de
Gauss Jordan. Ir al paso 2.

Teniendo en cuenta:

= Condicién de optimalidad: La variable de entrada es la que tenga el
menor coeficiente negativo en la columna 7. Los empates se rompen
de forma arbitraria. Se llega al 6ptimo cuando todos los coeficines de
variables no bésicas son no negativos.

= Condicién de factibilidad. La variable de salida es la asociada a la
minima razén no negativa. Los empates se rompen de forma arbitraria.

1.2.2. Lecturas recomendadas

Capitulo 1 (Introduccion) de [3].
El teorema fundamental de programacion lineal se presenta y demuestra
en [4].
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1.2.3.

1. Con respecto al planteamiento geométrico/grafico de un problema de
programacion lineal, determine la direccién en la que deben moverse las
curvas de la funcion objetivo para maximizarla o minimizarla (Ayuda:
use el gradiente).

Ejercicios

2. Para el primer ejemplo introducido en esta guia, presente todas las
submatrices de m x m de A y determine la solucién basica asociada a
cada una de ellas, indicando cuales son factibles.

3. Emplee el método simplex para solucionar el ejercicio de la aleacion
planteado en la guia 1.

4. (Ejercicio 3.3.2.11 de [6]) Gutchi Company fabrica bolsos de mano,
bolsos para rasuradoras y mochilas. En las tres fabricaciones se usa piel
y material sintético, pero la piel parece ser la materia prima limitante
principal. En el proceso de produccién intervienen dos clases de mano
de obra especializada: costura y acabado. La tabla siguiente muestra
la disponibilidad de los recursos, sus consumos por los tres productos
y las utilidades por unidad.

Recurso Bolso | Bolso para | Mochila | Disponibilidad
de mano | rasuradora diaria
Piel (pie?) 2 1 3 42 pies?
Costura (hr) 2 1 2 40 hr
Acabado (hr) 1 0.5 1 45 hr
Precio venta ($) 24 22 45

Formule el problema como programa lineal y resuélvalo.

5. Consulte el articulo “Linear Programming The Story about How It Be-
gan” de Dantzig, disponible en http://cursos.itam.mx/licenciatura/jmorales/publ
y escriba un resumen corto. (Aclaracion: Vladimir Tamara no esta de
acuerdo con investigar o apoyar sistemas de defensa que no respeten la
vida).

6. Demuestre que el conjunto de direcciones de la regién factible de un
problema de programacion lineal es convexo.
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1.3. Meétodo Simplex

Indicadores de logro:

= Indicador: Hace un paralelo entre soluciéon geométrica y algebréica a
un problema de programacion lineal

= Indicador: Explica las reglas del método simplex y puede emplear el
método de las dos fases

1.3.1. Teoria

Interpretaciéon geométrica

Definicion 1.3.1. Un punto Z de un conjunto convexo C' se denomian punto
extremo de C' si no hay 2 puntos distintos ©1 y x5 en C tales que ¥ =
az) + (1 — a)zy para algin o, 0 < o < 1.

Definiciéon 1.3.2. Un conjunto C' en E™ es convexo si para todo par 11,15 €
C' y todo nimero real o, 0 < o < 1 el punto azi + (1 — a)z5 también estd
en C.

Por ejemplo el conjunto de soluciones factibles de un problema de pro-
gramacion lineal es convexo.

Teorema 1.3.1. (Equivalencia entre puntos extremos y soluciones bdsicas)
Sea A matriz de m x n de rango m, y b un m-vector. Sea K politopo convexo
formado por los n-vectores que satisfacen:

A

51
S oy

81
AV

Un vector ¥ es punto extremo de K si y sdlo si, x es solucion factible bdsica

de AT =b, 7> 0.

Definicién 1.3.3. Un conjunto C' C R™ es acotado si existe k € R tal que
para todo T € C, se da ||Z]| < k.

Definicién 1.3.4. Un rayo es un conjunto {Z + \d : A > 0} con d distinto
de 0. Decimos que T es vertice del rayo y d es su direccion.
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Definicién 1.3.5. Un vector d es direccion de un conjunto convexo C, si para
cualquier punto & € C' el rayo con vertice en T y direccion d estd enteramente
contenido en C, i.e {T+Xd: A\ >0} CC

tiene direcciones.
> 0}. Un vector d distinto de 0 es

Ejemplo: Un conjunto acotad

Ejemplo: Sea C' = {7 : =
direccién si y solo si Ad =0 y J >

Ejemplo: En el caso C = {7 : A
ysolosiAJZOdeOyd#O.

no
b, 7
0 —
7 >b,& > 0}. Un vector d es direccion si

Definicion 1.3.6. Una direccion extrema de un conjunto convero C' es una
direccion del conjunto que no se puede representar como combinacion lineal
positiva de dos direcciones distintas del conjunto.

Definicién 1.3.7. d_i es no equivalente a d; st no es multiplo positivo.

Teorema 1.3.2. Si la L Tegion factible es no vacia, existe una soluczon optima
finita si y solo si, _Td > 0 para cada 7 = 1...1 en donde dl,dg,. d: son
las direcciones extremas de la region factible. En caso contrario, la solucion
optima es no acotada.

Teorema 1.3.3. (Teorema de representacion)
Sea C' = {Z : A¥ = b, ¥ > 0} conjunto no vacio con puntos extremos E =
{#1, ..., 2} y direcciones extremas D = {dy, ... ,d;}:

1. D es wvacio si y solo si C' es acotado

2. ¥ € C siy solo si ¥ puede representarse como combinacion convera
de los puntos extremos mds una combinacion lineal no negativa de las
direcciones extremas, i.e existen A, ..., g > 0y pig,...,p; > 0 tales
que My + -+ XNy =1y

Inicio del método Simplex

Para iniciar el método simplex es indispensable que la tabla presentada en
la guia anterior incluya una matriz identidad. Para lograrlo podria intentarse
dividir la matriz A en bésicas y no basica (digamos que las bésicas son las



1.3. METODO SIMPLEX 17

primeras): A = [B, D] lo que conlleva a una divisién natural en las variables

— —

T = (xp,2Dp) y los coeficientes de la funcion objetivo ¢ = (ck, ¢k) y a un
reformulacion del problema en forma estdndar:

min CTB + CpTp

sujeto a  Bap + Dip = b

La tabla simplex seria:

Albl
o]
O —
B|D]|b]
c?_g c%‘O‘

que podria incluir la matriz identidad y quedar lista para iniciar el método
simplex si premultiplicamos las primeras filas por B~
I |B'D| B
c@ c% ‘ 0 ‘
y después a la tltima fila le restamos c% veces las anteriores:
1| B'D | B |
0|ch—cLB'D|-B5|

Este procedimiento asegura que comenzariamos con una solucic’)y bésica,
pero no asegura que sea factible pues algunos de los coeficientes B~'b podrian
ser negativos.

Una manera que asegura encontrar una soluciéon bésica factible para ini-
ciar el procedimiento simplex se conoce como el método de las dos fases. La
idea es econtrar primero una solucién al sistema

Método de las dos fases

Para encontrar una solucién bésica factible a AZ¥ = b con = > 0 pueden
introducirse suficientes variables artificiales® y plantear el siguiente problema
de programacion lineal:

2Deben introducirse tantas variables artificiales como columnas falten para completar
una submatriz identidad en la tabla simplex. En el caso extremo (que es el supuesto en
esta guia) se requieren m variables artificiales.
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Resolver este problema corresponde a la primera fase del problema ori-
ginal. Si la solucién de este problema incluye i = 0 tendremos una soluciéon
béasica factible con la cual iniciar el procedimiento simplex del problema ori-
ginal (i.e con la cual iniciar la segunda fase). Si en la solucién resulta i # 0
sabemos que el problema original no tiene siquiera una solucién béasica facti-
ble y menos una optima.

Revisando método simplex

Para escoger la variable que ingresa al conjunto de bdsicas, puede consi-
derarse la forma como mejoraria la funcién objetivo. Para esto vale la pena
expresar la funcién objetivo s6lo en terminos de variables no basicas. Como
Brp + Drp = b premultiplicando por B~! tenemos una expresiéon para g
en funciéon de zp :L'_]'g_»: B‘W)_) — B 'Dap. Esta ﬁltimzi pue(ie remplazarse en
la funcién objetivo ¢Lap 4+ ¢La, que da ¢LB~'b + (L — L B~ D)ap.

Que puede reescribirse como

TF =2+ Z(cj — 2;)x;

con z; = cp(B™'D);.

Como cada x; es no negativa y buscamos una x; para que no sea 0, la
expresion anterior puede disminuir sélo si se hace basica una z; (j € D) tal
que (¢; — z;) < 0.

Por esto buscamos entre los coeficientes (c¢; — z;) el que sea mas negativo,
buscando disminuir ¢ 7 al maximo. Si para todo j € D resulta que ¢;—z; > 0
no hay forma de disminuir la funcién objetivo cambiando las variables basicas,
asi que tenemos un 6ptimo.

Note que en la tabla simplex los coeficientes (c; — z;) estan justamente
1| B'D | B |
0|t —chB'D|-B 5|

en la ultima fila:
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Para elegir la variable que deja de ser bdsica, una vez elejida x; como la
que ingresara, debemos asegurar que se logra una solucién béasica factible.

Como B es base podemos expresar d; como combinacién lineal de las
columnas de B: d; = > .5 biyi;

B#, = b
S =
icB
Z b_;:cZ - ea@» + epsilond_;- - b
i€B
Z bsz —€ Z b:yij + epsilond;- = b
i€B i€B
Z bi(z; — eyij) + epszlond = b
i€EB

Como queremos que en los términos de la sumatoria ninguno de los coe-
ficientes z; — €y;; se haga negativo podemos escoger € que cumpla para todo
it r; — ey;; > 0 es decir € < ;—

]
Como ademés queremos que al menos uno de esos términos sea 0, esco-

gemos:

T
e =min;{— :y;; >0}
ij

y de la base de bésicos sacamos la variable z, cuyo indice p logra tal
minimizacién. Si tal minimo se alcanza para varias variables, se trata de
una solucién degenerada y podemos escoger cualquier de ellas. Si no hay y;;
positivos se trata de un 6ptimo no acotado.

Note que para expresar el vector d; como combinacion lineal de la base:
a@» = biyij + ... bymj i.e By = ci; o premultiplicando por B~! = B_lci;-
Asi que los coeficientes se encuentran en la j-esima columna de la matriz

B7!D la cual aparece en la tabla simplex: “ ! } = B_Tlg D } _lfg}
cp—Cp

y asi hemos deducido las dos reglas del método simplex antes introducidas
para cambiar las varibles bésicas.
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1.3.2. Lecturas recomendadas

La interpretacion geométrica es adaptada del Capitulo 2 de [3] y del
capitulo 2 de [4].

El método de las dos fases y la deduccion de las reglas del método simplex
son adaptados del capitulo 3 de [4].

1.3.3. Ejercicios

1. (Adaptado de ejercicio 3.3.1 de [3]) Dado un problema de programacion
lineal de la forma:

-

min 'y
sujeto a AT < b
>0

con b > 0. Sea zj tal que Azy < gy Ty > 0, demostrar que zj no puede
ser soluciéon optima.

2. (Adaptado de ejericio 2.3 de [4]) Una refineria de petroleo tiene dos
fuentes de petroleo bruto: crudo ligero, que cuesta 35 euros por barril,
y crudo pesado, 30 euros por barril. A partir del crudo, la refineria
produce gasolina y combustibles para calefacciéon y para turbinas en
las catnidades por barril indicadas en la tabla siguiente:

Gasolina | Combustible Combustible
para calefaccién | para turbinas
Crudo ligero 0.3 0.2 0.3
Crudo pesado 0.3 0.4 0.2

La refineria ha contratado una provisién de 900000 barriles de gasoli-
na, 800000 barriles de combustible para calefaccién y 500000 barriles de
combustible para turbinas. La refineria desea calcular las cantidades de
crudo ligero y pesado que tiene que comprar para poder cubrir sus ne-
cesidades al costo minimo. Formiilese este problema como un problema
de programacion lineal.
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1.4. Ciclado y Dualidad

Indicadores de logro:
= Indicador: Conoce un método para evitar ciclado con Simplex

» Indicador: Puede formular el dual de un problema de programacion
lineal

1.4.1. Teoria
Prevenciéon de ciclado

Dualidad

1.4.2. Lecturas recomendadas

El método de prvencion de ciclado puede consultarse en [3]

1.4.3. Ejercicios

1. (Ejercicio 1.1.7 de [3]) Un fabricante de acero produce 4 tamanos de
vigas en I: pequeno, mediano, grande y exra grande. Estas vigas se
pueden producir en cualquiera de tres tipos de maquinas: A, B y C.
A continuacién se indican las longitudes (en pies) de las vigas I que
pueden producir las maquinas por hora.

Viga A | B | C
Pequena | 300 | 600 | 800
Mediana | 250 | 400 | 700

Larga 200 | 350 | 600

Extra larga | 100 | 200 | 300

Supoéngase que cada méaquina se puede usar hasta 50 horas por semana
y que los costos de operacion por hora de estas maquinas son $30,
$50 y $80 respectivamente. Supéngase, ademés, que semanalmente se
requieren 10,000, 8,000, 6,000 y 6,000 pies de los distintos tamatos de
las vigas 1. Formular el problema de programaciéon de méquinas como
un programa lineal.
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(Ejercicio 2.5 de |3]|) Supongase que ai,ds,...,d, forman base E" y
¥ = Aai + Aadz + - - - + Apay, con \j = 0. Demuestre que aj,...,a; 1,
Y @ji1, ..., d, no forman una base de E™.

(Ejercicio 2.7 de [3]) Sea

-

en donde B es una matriz m X m invertible, / es una matriz identidad
de k x k, 0 es una matriz cero de m x k, y T' es una matriz arbitraria
k x m. Demostrar que A es invertible y que

(Ejercicio 2.11 de [3]) Demostrar que si A y B son matrices n X n
invertibles, entonces (AB)™' = B7tA™L.

(Ejercicio 2.15 de [3]) Sea B una matriz invertible con elementos no
negativos, demostrar que cada renglén de B~! tienen al menos un ele-
mento positivo.

(Ejercicio 2.46 de [3]) Sea X = {# : AT = b,Z > 0} en donde A
es una matriz m X n con rango m, demostrar que d es una direc-
cion extrema de X si y soélo si, d es un miultiplo positivo del vector
(—y}T, 0,0,...,1,0,...,0)T en donde el 1 aparece en la posiciéon j y

yj = B7la; >0
= [B7N]

a; = columna de N

siendo B matriz invertible m x m. Ilustrar el resultado mediante el
siguiente sistema:

—T1 + To + T3
—r1 + 21+ x4 =

X1, T2,T3, Ty Z 0
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7.

(Ejercicio 2.51 de [3]) Determinar todos los puntos extremos y las di-
recciones extremas del siguiente conjunto poliédrico:

X = {(x17'r27'r37x4) P X1, X2, T3, Ty Z 07 —T1+ T2+ T3 = 1,1’2"‘374 = 2}

Representar z = (1, %, %, %) como una combinacién convexa de los pun-

tos extremos de X més una combinacién lineal no negativa de las di-
recciones extremas de X.

(Ejercicio 3.21 de [3]) Una empresa hace tres productos 1, 2 y 3. Cada
producto requiere de un tiempo de producciéon en tres departamentos,
como se muestra en la siguiente tabla:

Producto | Departamento 1 | Departamento 2 | Departamento 3
1 3 hr/unidad 2 hr/unidad 1 hr/unidad
2 4 hr/unidad 1 hr/unidad 3 hr/unidad
3 2 hr/unidad 2 hr/unidad 3 hr/unidad

En cada uno de los tres departamentos se dispone de 600, 400 y 300
horas de produccion, respectivamente. Si cada uno de los productos 1,
2 y 3 contribuye con una ganancia de $2, $4 y $2.5 respectivamente,

determinar la combinacion 6ptima de productos.

1.5.

Indicadores de logro:

Condiciones de Kuhn Tucker

= Indicador: Aplica condiciones de Kuhn Tucker en problemas de pro-
gramacién lineal

1.5.1.

Teoria

Multiplicadores de Lagrange

Condiciones de Kuhn Tucker

Condiciones de Kuhn Tucker para problemas de programacioén li-

neal

Ejemplo
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Demostraciéon de suficiencia y necesidad de condiciones de Kuhn
Tucker para problemas de programacion lineal

1.5.2. Lecturas recomendadas

Las condiciones de Kuhn Tucker para problemas no lineales pueden ser
consultadas en [4].

Su uso en el caso de problemas de programacion lineal puede consultarse
en [3].

1.5.3. Ejercicios

1. (Ejercicio adaptado de [2]) Calcule la distancia méxima y minima del
origen a la curva 52 + 6zy + 5% = 8. Muestre que los puntos donde
se alcanzan maximo y minimo son regulares.

2. A partir de la formulacién general del teorema de Kuhn Tucker, deducir
las condiciones para un problema de programacion lineal del estilo:

max ety
sujeto a  AT¥ > b
>0

3. (Ejercicio 5.42 de [3]) Considerese el siguiente problema:

max r1 — 29 + X3
sujeto a T1+ 29 +23<6
201 + 19 < 4
—x1 4+ 229 — 23 < 4

T1, %9, 13 >0

resolverlo siguiendo el método simplex, ilustrando en cada iteracion la
fuente de violacion de las condiciones de Kuhn-Tucker.

4. (Ejercicio 5.41 de [3]) Considérese el problema: Minimizar 7% sujeta
a Ar = 5, Z > 0. Ignorando la cuestion de la factibilidad, demostrar
que empezando en cualquier punto 7, la direccién con norma 1, que es
aquella que mejora més la funcién objetivo, es ‘%Ig .
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5. (Ejercicio 5.39 de |3]) un fabricante produce dos articulos con ganancias
por unidad de $10 y $15. Cada unidad del articulo 1 usa 4 horas-
hombre y 3 horas-méquina. Cada unidad del articulo 2 usa 7 horas-
hombre y 6 horas-méaquina. Si el total disponible de horas-hombre y de
horas-méaquina es de 300 y 500 respectivamente, encontrar la soluciéon
optima y verificarla usando las condiciones de Kuhn-Tucker. Dar una
interpretacion econémica de las condiciones de Kuhn-Tucker en el punto
optimo.

6. (Adaptado del ejercicio 1.5 de [3]) Una compaiia desea planificar la
produccién de dos de sus articulos que tienen demanda de temporada
en un periodo de 12 meses. La demanda mensual conocida del articulo
1 es de 100,000 unidades durante los meses de octubre, noviembre y
diciembre y de 10,0000 unidades el resto del ano. El articulo 2 tiene
una demana de 50,0000 durante los meses de febrero a octubre y de
15,000 durante los meses restantes. Suponga que el costo por unidad
para producir los articulos 1y 2 es de $5 y $8 respectivamente, siempre
y cuando se fabriquen antes de junio. Después de junio, los costos por
unidad se reducen a $4.50 y $7 debido a la instalacién de un mejor
sistema de fabricacién. El nimero total de unidades de los articulos 1
y 2 que pueden fabricarse durante cualquier mes particular no puede
ser mayor de 120,000. Ademés, cada unidad del articulo 1 ocupa 2 pies
cibicos de almacén y cada unidad del articulo 2 ocupa 4 pies ctubicos.
Supongase que el espacio maximo de almacén asignado a estos articulos
es de 150,000 pies cubicos y que el costo de arrendamiento por pie
cubico calculado al final de cada mes es de $0.10. Formule el problema
de planeacién de produccion de tal manera que la produccion total y
los costos de inventario sean minimos.
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